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РАВНОВЕСИЕ ОДНОРОДНОГО СТЕРЖНЯ 
В ФОРМЕ ДУГИ ЭЛЛИПСА В ПОТОКЕ ВОДЫ 

 
Предложен метод расчета, который позволяет определить условия 

равновесия дуги в форме части эллипса, обтекаемой однородным потом 
жидкости. 

 
Calculation method to determine the equilibrium conditions of the arc in 

the form of the ellipse, then streamlined homogeneous liquid 
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В инженерных расчетах по аэродинамике летательных аппаратов, 

гидродинамике кораблей и судов, проектированию орудий рыболовст-
ва и других отраслей требуется определять условия равновесия раз-
личных элементов конструкции в потоке вязкой жидкости [1—4]. В ра-
боте [5] исследованы условия равновесия в воде однородного стержня, в 
том числе в виде дуги окружности. В данной статье предложен числен-
ный метод расчета равновесия в воде однородного стержня в виде дуги 
эллипса.  

 Однородный стержень плотностью ρs в форме четверти эллипса 
(полуоси a, b) находится в потоке воды в положении, показанном на ри-
сунке 1. Плотность воды ρf, скорость потока U.  

 

 
Рис. 1. Однородный стержень плотностью ρs в форме четверти эллипса 
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Уравнение эллипса в размерной и безразмерной форме: 
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Выразим функцию y(x), ее производную и дифференциал: 
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Угол атаки  является функцией аргумента х и зависит от величи-
ны отношения полуосей эллипса k (рис. 2): 
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Рис. 2. Зависимость локального угла атаки  от аргумента x 
при различных значениях параметра k: 

1 — k  0,25; 2 — k  0,5; 3 — k  1; 4 — k  2; 5 — k  4 
 
Длину стержня (безразмерную, отнесенную к a, можно найти с по-

мощью криволинейного интеграла (по дуге) 
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Средний по длине дуги угол атаки 
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Заметим, что (2), (3) и последующие выражения не интегрируются в 
квадратурах (в общем случае не существует первообразной, выражен-
ной через элементарные функции). Определенные интегралы будем 
находить численным методом в среде Mathcad (рис. 3). 

 

 
Рис. 3. Зависимость среднего по длине дуги угла атаки 
и безразмерной длины дуги L от значений параметра k 

 
С учетом (1) координаты центра тяжести определяются с помощью 

интегралов по длине дуги (рис. 4): 
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Рис. 4. Зависимость безразмерных координат центра тяжести от параметра k 

 
Полагаем, что при больших числах Рейнольдса коэффициенты ги-

дродинамического сопротивления длинного цилиндра при попереч-
ном и продольном обтекании можно принять равными [4; 5] 

90 01,2, 0,04.С С   

Локальные коэффициенты сил лобового сопротивления и подъемной 
криволинейного стержня при произвольном угле атаки будут такими 
же, как у прямолинейного цилиндра (рис. 5): 
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Рис. 5. Зависимость локальных коэффициентов 

гидродинамического сопротивления стержня от угла атаки 
 
Элементарная сила лобового сопротивления и подъемная сила 

(действующие на малый элемент дуги d) 
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Силы гидродинамического сопротивления, действующие на весь 
криволинейный стержень, находятся интегрированием (5): 

 
1 2 2

2
2

0

( 1) 11
( ) ( ( , )) ,

2 1x f x

k x
R k U da C k x dx

x
 

  
  (6) 

 
1 2 2

2
2

0

( 1) 11
( ) ( ( , )) .

2 1y f y

k x
R k U da C k x dx

x
 

  
  (7) 

Перейдем к соответствующим безразмерным числам Ньютона (рис. 6): 
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Рис. 6. Зависимость чисел Ньютона от параметра k 
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Найдем, при какой скорости потока U однородный криволинейный 
стержень в форме четверти эллипса, в положении, показанном на ри-
сунке 1, будет находиться в состоянии равновесия. Условие равновесия: 
алгебраическая сумма моментов сил относительно оси Az, перпендику-
лярной плоскости рисунка 1, равна нулю: 
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Подставим (9) в (10) и преобразуем выражения (рис. 7): 
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Рис. 7. Зависимость безразмерных гидродинамических моментов от k 

 
С учетом (11)—(13) уравнение моментов (9) можно записать в без-

размерной форме: 
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Из уравнения (13) выразим модифицированное число Фруда, а по 
нему найдем скорость потока, обеспечивающую состояние равновесия 
(рис. 8): 
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Рис. 8. Число Фруда и скорость потока, обеспечивающие состояние равновесия 

 
Рассмотрим пример при следующих значениях размерных пара-

метров задачи: 

a  1 м; b  2 м; ρf  1000 кг/м3; ρs  4000 кг/м3; d  0,04 м; U  1 м/с. 
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 Безразмерная и размерная (м) длина дуги по формуле (2) 

0 0( ) 2, 422, ( ) 2, 422 м.L k Lr aL k    

Вес криволинейного стержня в воде 
2

(1 ) 22, 371Н.
4 f

d
Gw Lr g


      

Безразмерные и размерные координаты центра тяжести по форму-
лам (4) 

0 0 0 0( ) 0,706, ( ) 1,140 , ( ) 0,706 м, ( ) 1,140 м.с с с сx k y k ax k ay k     

Средний по длине дуги угол атаки 

ср(k0)  62,8. 

Числа Ньютона по (8): 

Nex(k0)  2,417, Ney(k0)  0,663, K(k0)  0,262. 

Составляющие силы гидродинамического сопротивления, дейст-
вующие на весь криволинейный стержень (в Ньютонах) по (6)—(7): 

2
00, 5 ( ) 48, 338 H,x f xR U da Ne k    

2
00, 5 ( ) 25, 306 H.y f yR U da Ne k    

Безразмерные моменты сил гидродинамического сопротивления по 
формулам (12)—(13): 

mx(k0)  2,274, my(k0)  0,430, M(k0)  0,189. 
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Размерные моменты сил гидродинамического сопротивления по 
формуле (11): 

Mx  45,48 Н·м, My  8,61 Н·м. 

Модифицированное число Фруда и скорость потока в равновесии 
по формуле (14): 

Frm(k0)  0,603, U(k0)  1,08 м/с. 

Таким образом, предложенный метод расчета позволяет опреде-
лить условия равновесия дуги в форме части эллипса, обтекаемой од-
нородным потом жидкости.  
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